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Résumé 



Cet article est le premier d'une série de trois articles consacrés aux fonc- 
tions L. Dans celui-ci nous définissons les fonctions L des F-modules conver- 
gents ou surconvergents à l'aide des relèvements de Teichmiiller et nous 
établissons la méromorphie des fonctions L des F-modules convergents dans 
le disque unité fermé. Wan a établi la conjecture de Dwork dans une série de 
trois articles [W 2, W 3, W 4] ; par un théorème d'isogénie de Katz, sa preuve 
se ramène au cas ordinaire : nous prouvons ici, sur deux exemples explicites 
liés aux familles de courbes elliptiques, que la filtration par les pentes d'un 
F-module ordinaire surconvergent ne se remonte pas en une filtration sur- 
convergente. Au passage nous montrons que le sous-F-isocristal unité dans 
la cohomologie de de Rham de la famille de Legendre des courbes elliptiques 
ordinaires n'est pas surconvergent au sens de Berthelot. Dans le deuxième 
article nous donnerons une définition des fonctions L des F- (iso) cristaux par 
voie cohomologique et nous montrerons comment elle rejoint celle donnée ici : 
elle redonne celle utilisée en cohomologie cristalhne par Katz [K 1] ou [Et 1], 
ou celle en cohomologie rigide de [E-LS 1], ou celle utilisée par Wan [W 2] ; 
le but est alors de donner une preuve de la conjecture de Katz sur les zéros 
et pôles unités p-adiques de ces fonctions L en utilisant la cohomologie ri- 
gide. Dans le troisième article nous explicitons ces résultats pour les schémas 
abéliens ordinaires . 

Abstract 

This article is the first one of a séries of three articles devoted to L- 
functions. In this one we define the L-functions of convergent or overcon- 
vergent F-modules with the help of Teichmiiller liftings and we establish the 
meromorphy of the L-functions of convergent F-modules in the closed unit 
disk. Wan has estabhshed Dwork conjecture in a séries of three articles [W 
2, W 3, W 4] ; owing to an isogeny theorem of Katz, his proof reduces to 
the ordinary case : here we prove, on two explicit examples related to fami- 
lles of ellipitic curves, that the slope filtration on an ordinary overconvergent 
F-module doesn't lift to an overconvergent filtration. As a by-product we 
show that the unit-root sub-F-isocrystal of the de Rham cohomology of the 
Legendre family of ordinary elliptic curves is not overconvergent in Berthe- 
lot's sensé. In the second article we'U give a définition of the L-functions of 
F-(iso)crystals by cohomological means and we'll show how it matches with 
the one given here : it gives back the one used in crystallinc cohomology by 
Katz [K 1] or [Et 1], or the one used in rigid cohomology by [E-LS 1], or the 
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one used by Wan [W 2] ; the aim is then to give a proof of Katz conjecture on 
p-adic unit roots and pôles of thèse L-functions using rigid cohomology. In 
the third article we give an explicit form of thèse results for ordinary abelian 
schemes. 
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0. Introduction 



Notations : Sauf mention du contraire, on suppose dans cet article que 
k est un corps fini, k = Fg, q = p", V est un anneau de valuation discrète 
complet, d'idéal maximal m et corps résiduel k — ¥q. On suppose le corps 
des fractions X de V de caractéristique 0, on fixe une uniformisante tt et 
on note e l'indice de ramification. On relève la puissance q sur k en un au- 
tomorphisme o" de V suivant la méthode de [Et 4, I 1.1] en supposant que 
(t{tt) = tt : on note encore a son extension à K. 

Cet article est le premier d'une série de trois articles consacrés à l'étude 
des fonctions L qui apparaissent en cohomologie rigide, par exemple comme 
facteurs dans la fonction zêta d'une variété X paramétrée par une autre 
variété S au-dessus du corps fini k. Les «coefficients» qui apparaissent alors 
sont les images directes par f : X ^ S du faisceau structural, et la question 
est de savoir si ces images directes sont adaptées à la cohomologie rigide, i.e. 
si ce sont des F-isocristaux sur convergent s, question qui a été abordée dans 
[Et 7] et [Et 9] : lorsque c'est le cas, ces fonctions L sont méromorphes [E-LS 
1], et même rationnelles grâce à Kedlaya [Ked 1]. L'un des buts de ces trois 
articles est de décomposer ces fonctions L, lorsqu'elles sont méromorphes, 
en produits de facteurs de -cpentes» a rationnelles différentes, liés aux 
conjectures de Dwork et de Katz, et de donner une description expli- 
cite de ces facteurs La en termes de fonctions L usuelles. 

Plus précisément, soient S une /c-variété (i.e. un /c-schéma séparé de type 
fini) et f : X ^ S un morphisme de A;- variétés. Si l'on désigne par \X\ 
l'ensemble des points fermés de X, la fonction zêta de X est définie par 

Z{X, t)= Yl ^^et(l - t*^'^ ^)~\ où deg X - [k{x) : k] , 

xe\x\ 

et l'on sait par Grothendieck [G 2] que pour i premier distinct de p cette 
expression est donnée par 

Z{X, t)^ll det{l - t F\Hi^,{X^, m^-'^'^' (1) , 

i 

OÙ X^ est l'image inverse de X sur une clôture algébrique k de k, et les ^ 
sont des Q^-espaces vectoriels de dimension finie sur lesquels le Probenius F 
agit. 

On peut aussi fibrer la situation au-dessus de S : 
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Z{X,t) = n Z{Xs,t''''^ ^),où X, = f-\s) et deg s = [k{s) : A;] ; 

se\s\ 

et l'on sait encore par Grothendieck [G 2] que l'on a les expressions 

se\s\ i 

= n L{S, P, t)^-'^' oùP^ R'fét,cM 

= l[det{l - t F\Hi^^{ST,,r)r'y^'^' (2) , 

OÙ S est un point géométrique au-dessus de s, Sj est l'image inverse de S* sur 
une clôture algébrique k de k, et les ^ sont des Q^-espaces vectoriels de 
dimension finie sur lesquels le Probenius F agit. 

On obtient ainsi par voie f-adique la rationalité de la fonction zêta (for- 
mule (1)) de même que celle de chacune des fonctions L qui apparaissent 
dans la fibration de X au-dessus de S (formule (2)). 

La première preuve p-adique de rationalité de la fonction zêta avait été ob- 
tenue antérieurement par Dwork [Dw 1], mais par une voie «précohomologique». 
Pour avoir une preuve cohomologique de l'analogue p-adique de la formule 
(1) il faudra attendre les travaux de Monsky et Washnitzer [M-W] pour une 
variété X affine et lisse sur k (la cohomologie de Monsky- Washnitzer remplace 
la cohomologie étale £-adique dans la formule (1)) ou la cohomologie cristal- 
line de Berthelot pour une variété X propre et lisse sur k (la cohomologie 
cristalline à coefficients dans le faisceau structural remplace la cohomologie 
£-adique dans la formule (1)). Pour une variété X quelconque la cohomologie 
rigide de Berthelot est utihsée pour étabhr la rationalité de la fonction zêta 
dans le cas général [E-LS 1]. 

Si l'on veut un analogue p-adique de la formule (2), on peut dans un 
premier temps envisager le cas oii S est propre et lisse sur k et J-"* correspond 
à un F-cristal localement libre de type fini : c'est la situation étudiée dans 
[Et 1]. Mais si l'on souhaite considérer une variété S quelconque sur k il 
faut remplacer la cohomologie ^-adiquc à supports compacts de (2) par la 
cohomologie rigide à supports compacts de S, avec des coefficients adaptes à 
la cohomologie rigide, à savoir des F-isocristaux surconvergents. On est donc 
amené à introduire l'analogue «rigide» des J^*, autrement dit les images 
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directes du faisceau structural 

:= R frig*{Ox/K) 1 

OÙ K désigne le corps des fractions de l'anneau W{k) des vecteurs de Witt 
de et voir dans quelles conditions on obtient leur surconvergence : 
cette surconvergence est vraie lorsque X/S est un schéma abélien [Et 4] ; 
l'objet de [Et 7], [Et 9] est l'obtention d'autres conditions de surconvergence 
pour ces images directes. Le cas d'un / propre et lisse quelconque reste ou- 
vert malgré des résultats de Sliilio [Shi 2], [Shi 3], et constitue une conjecture 
de Bertlielot. Lorsque ces conditions de surconvergence sont satisfaites on 
obtient alors grâce à [E-LS 1] la méromorphie de L{S,E\t) et même sa 
rationalité en prenant en compte la finitude de la cohomologie rigide à co- 
efficients prouvée par Kedlaya [Ked], ce qui fournit l'analogue p-adique de (2). 

Une fois connue la rationalité (ou la méromorphie) de la fonction zêta 
ou des fonctions L précédentes, on se pose la question de connaître la partie 
constituée des zéros et pôles unités p-adiques de ces fonctions : c'est l'objet 
des conjectures de Dwork et de Katz. 

Reprenons l'exemple de la situation relative / : X S au-dessus de k. 
La fonction zêta-unité de X/ S est définie par Dwork et Sperber dans [Dw-S] 
par 

z^{x/s,t)^llz^{x,,t''^^^) , 

se\s\ 

où Zu{Xsi T) est obtenue à partir de la fonction zêta de Xg, Z{Xs, T), en ne 
conservant dans cette fraction rationnelle que les facteurs (1 — aT)'^/~ avec 
\a\p = 1. 

Initialement la conjecture de Dwork consistait à se demander si ZjyXjS^ t) 
était p-adiquement méromorphe [Dw 3] [Dw 5] . Or il a été établi dans [E-LS 
2] que 

Z^{X/S,t) = L{S,Rmp) ■.^llL{S,R^U,c*QpY-'^' 

i 

OÙ les := R''fét,c*Qp sont des faisceaux p-adiques constructibles. Les 
peuvent être associés à des F-isocristaux convergents, mais pas surconver- 
gents en général comme le prouve un exemple de Crew [C] : par conséquent on 
ne peut utiliser la cohomologie rigide et espérer obtenir la rationalité de ces 
fonctions L via [E-LS 1] et donc de Zu{X/S, t), sauf si S était propre sur k [E- 
LS 1] ou si S était propre et lisse sur k [Et 1] . Dans le cas général d'une variété 
S quelconque Wan a même démontré [W 1] que de telles fonctions L (associées 
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à des F-isocristaux convergents) ne sont pas nécessairement p-adiquement 
méromorphes. Intermédiaire en un certain sens entre F-isocristaux conver- 
gents et surconvergents se trouve la notion de F-modules surconvergents [cf 
§3] : on oublie la connexion et sa surconvergence pour ne garder que la sur- 
convergence du Frobenius ; pour de tels F-modules surconvergents "H sur S 
affine et lisse sur k, Wan a alors défini les fonctions L{S,'H,t) et prouvé leur 
méromorphie (cf [W 1], [W 2], [Dw-S]). De plus Wan définit dans ce nouveau 
contexte [W 2] la partie La{S,7i,t) de pente « G Q de L{S,7i,t) et la nou- 
velle formulation de la conjecture de Dwork consiste à dire que La{S,'H,t) 
est p-adiquement méromorphe : grâce à la surconvergence du Frobenius, Wan 
prouve alors la méromorphie de ([W 3], [W 4]). 

Ce premier article est consacré au cas d'un 5* affine et lisse. Nous com- 
mençons au §1 par une étude détaillée des relèvements de Teichmiiller : celle- 
ci nous servira d'une part à relier les fonctions L d'un F-module sur S au 
cas de l'espace affine et d'autre part à étabfir ultérieurement le lien avec les 
fonctions L de F-isocristaux. Après avoir posé au §2 la définition de la fonc- 
tion L{S^'H^t) d'un F-module sur S", nous la relions au §3 au cas de l'espace 
affine. Au §4, après un rappel sur la formule des traces de Monsky, nous 
prouvons que la fonction L d'un F-module convergent est méromorphe dans 
le disque unité fermé. Au §5 nous montrons comment le théorème d'isogénie 
de Katz ramène la preuve de Wan au cas ordinaire : c'est dans ce contexte 
que nous prouvons, sur deux exemples explicites liés aux familles de courbes 
elliptiques ordinaires, que la filtration par les pentes d'un F-module ordi- 
naire surconvergent ne se remonte pas en une filtration surconvergente. Au 
passage nous montrons que le sous-F-isocristal unité dans la cohomologie de 
de Rham de la famille de Legendre des courbes elliptiques ordinaires n'est 
pas surconvergent au sens de Berthelot. 

Le deuxième article [Et 10] est consacré aux fonctions L des F- (iso) cristaux : 
nous globalisons les définitions et résultats précédents au cas de variétés 
non nécessairement affines avec pour coefficients des F-isocristaux Dwork- 
surconvergents et nous abordons la conjecture de Dwork dans ce contexte, 
ainsi que la conjecture de Katz relative aux zéros et pôles unités p-adiques 
de la fonction L d'un F-cristal unité. 

En faisant une hypothèse supplémentaire sur / dans le troisième eirticle 
[Et 11] , à savoir si X/ S constitue un schéma abélien ordinaire, nous explici- 
tons dans la fraction rationnelle L{S, frig*{Ox/K)) (c'est une fraction 
rationnelle grâce à la surconvergence des images directes R^frig*{Ox/K [Et 
4]) la peirtie La de pente a E Q comme une fonction L usuelle d'un 
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certain F-cristal localement libre de type fini associé au cristal de Dieudonné 
du schéma abélien : ceci nécessite au préalable une caractérisation détaillée 
des schémas abéliens ordinaires en termes du cristal de Dieudonné du groupe 
p-divisiblc associé au schéma abélien. Si S est propre sur k il résulte alors de 
[E-LS 1] (ou de [Et 1] si S est propre et lisse sur k) que ces fonctions La sont 
en fait rationnelles. 

1. Relèvements de Teichmûller 

Dans ce §1 on supposera simplement que k est un corps parfait de ca- 
ractéristique p > 0. Soit X = Spec Aq un fc-schéma lisse. Pour x G |X| = 
{points fermés de X}, soit ix = Spec k{x) M- X l'immersion fermée ca- 
nonique : k{x) = Aç)/m.x est une extension finie étale de k de degré deg 
X — [k{x) : k]. Notons W — W{k) (resp. W{x) — W{k{x)) l'anneau des 
vecteurs de Witt à coefficients dans k (resp. k{x)), 

V(x) = W{x) «H/ V ~ W{x)[7t] , 

Kq = Frac W, Kq{x) = Fiac{W{x)), K{x) = Frac(V(x)), la puissance 
sur k{x), aw(x) = M^(o"x) le relèvement canonique de à W{x), o'v(a;) = 
cw{x)'^w^ et aK{x) (resp. (Jko(x)) son extension naturelle à K{x) (resp. Ko{x)) 
dé&mepax aK(x){u/v) = crvix){u)/crvix){v) (resp. aKoix)iu/v) = awix){u)/awix)v)). 
Le morphisme (Tk{x) coïncide, d'après [Et 4, I.l.l] et [B-M, (1.2.7) (ii)], avec 
le morphisme a' : K' ^ K' (au-dessus de a : K ^ K) de [Et 4, I.l.l] pour 
k' = k{x). 

Soit A une V-algèbre lisse relevant et fixons une présentation A — 
V[ti, ...,td]/(/i, fe)- On désigne par A ((resp. A^) le séparé complété (resp. 
le complété faible) m-adique de ^4 : on a des isomorphismes 

Â ~ V{ti,...,t,}/(/i,. ..,/,) , 

^ V[tl,...,t,]V(/l,...,/e). 

Soient P le complété formel de la fermeture projective de X = Spec A 
dans P^, Pi = Spf{V{x)), Xi = Spec{k{x)). D'après [Et 4, (1.2.1)] il existe 
un carré commutatif 

At (g)v V(x) =: At {x) ^^^^'^ > (2;) 
At — -At 
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au-dessus du carré commutatif 



V(x)^V(x) 



où est un relèvement à A'^ du Frobenius (puissance q) de Aq ; d'où un 
diagramme commutatif 

V{x) > A^{x) ^ Â(x) := Â (8)v V(x) 



Â(x) 



V{x) ^A^{x) 



■Â{x) 



Par conséquent le morphisme s : Aq ^ k{x) se relève de manière unique 
d'après Katz [K 1] en un morphisme 



tel que le diagramme 



t{x) : Â{x) V{x) 



Âix)^Vix) 



- A(x) 



A{x)^V{x) 

commute : t{x) est appelé le relèvement de Teichmiiller de s (ou de x) 
relativement à F^^^^y Les morphismes composés 



f{x) : A ^ A{x)--^V{x) , 



T^{x) -.A^^Â^Vi 



[X 



sont appelés respectivement relèvement de Teichmûller de s (ou de 
x) relativement à ou Fj^^ : f(a;)(resp. t^x)) est un point de 
Teichmûller de A (resp. de A'^) relativement à F^ (resp. F^t). 

Pour n e N les applications t{x) et t^{x) donnent, en quotientant par 
^n+i^ une application 



Tn{x) : An = i/7r"+U = ^t/^n+i/^t ^ Vn(x) = V{x)/n''+'V{ 



x) 
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Au lieu de considérer x comme point fermé de X on peut aussi le considérer 
comme point fermé de = Spec k\t\ o\xt= (ti, t^) : on va voir qu'alors 



t\x) s'ctcnd en un relèvement de Teichmùller de X cl V[t]T. Notons R = 
(resp. R) son complété faible (resp. son séparé complété) et / le 
noyau de la surjection canonique 

I2:R^^AK 

On peut relever (de manière non unique) le Frobenius F^t de A'' en un endo- 
morphisme F^t de R^ de la façon suivante : il suffit de choisir des éléments 
FRt(ti) de R^ tels que 

choix qu'il est possible de faire car Fj^t (niti)) = ( mod (vr, /)). On étend 
ce choix d'éléments FA^{ii{ti)) en un endomorphisme F^t de la V-algèbre R^^ 
tel que le diagramme 




commute ; en particulier on a F^t (/) C /. 

Les morphismes Ffjt et F^t sont finis et fidèlements plats puisque leur réduction 
mod TT le sont [Et 3, théo 17] ; par changement de base de i?^ à iî appliqué 
au diagramme précédent on en déduit le diagramme commutatif 




R^^ A 

Par conséquent le morphisme composé 

correspondant au point x de se relève de manière unique [K 1] en un 
morphisme 



t{x 



tel que le diagramme 



fR{x) -.R^A^Vix) 



R ^ V(x) 



R ^V(a; 
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commute : tr{x) est appelé le relèvement de Teichmiiller de x relati- 
vement à F^. Le morphisme composé 



rlix) ■.R^^r''-^V{x) 



est appelé le relèvement de Teichmiiller de x relativement à F^t ■ Par 
l'unicité des relèvements de Teichmiiller prouvée par Katz [K 1], il y a ainsi 
bijection entre les points de Teichmiiller de relativement à F^t et 
les points de Teichmiiller de relativement à F^jt qui se réduisent 
mod TT en des points de X. 

De même, pour toute extension finie A; ^ A;', il y a une bijection entre les 
trois ensembles suivants : 

(i) l'ensemble des points x G X{k')— {points de X à valeur dans k'}, 

(ii) l'ensemble des points de Teichmiiller de relativement à F^t à valeur 
dans V{k') := W{k') ®w V, 

(iii) l'ensemble des points de Teichmiiller de relativement à F^t à valeur 
dans V{k') := W{k') V qui se réduisent mod tt en des points de X 
à valeur dans k'. 

Les morphismes f{x) et t''{x) (resp. fR{x) et rjj(a;)) sont surjectifs car 
la réduction de t^{x) mod tt (resp. rj^(a;) mod tt) est le morphisme surjectif 
s : Ao -» k{x) de départ (resp. le morphisme surjectif k[t\ k{x)) [M-W, 
theo 3.2]. Donc V{x) est un quotient de A et V{x) ~ Ty(a;)[7r], qui est un 
anneau de valuation discrète, est une extension finie étale de V de rang deg 
X. Le noyau du morphisme 

Tk{x) := r{x) C^v K : Âk ^ K{x) = Frac{V{x)) 

est ainsi un idéal maximal qx de Ak et le diagramme 





A 


t C 
K 




Ll) 


F t 













K ^ ^(^) 



K 



K(x) 



commute. On notera T^(a;) la flèche composée 
(L2) rl(x) = rt(x) 0^ K : A^^, ^ Âk 
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remarquons que tJ^{x) est aussi surjectif car </? induit une bijection entre les 
idéaux maximaux de et ceux de [G-K 2, theo 1.7]. Par le morphisme 
de spécialisation [B 2, (0.2.2.1)] 

sp : Spm Ak — >■ Spec Aq 

l'image de {q^;} n'est autre que {xn^} ; de plus f{x) : Â V{x) est localise 
en {px\ £ Spec A, ovl est l'unique idéal maximal de A au-dessus de m^- 
En définissant l'application (encore appelée relèvement de Teichmûller) 

(1.3) Tk : Spm Aq Spm Âk 

par Tk{x) — {Ker tk{x)} — {c\x}: on vient de prouver que Tk est une sec- 
tion du morphisme de spécialisation, considéré comme une application 

sp : \Spm Âk\ — )■ \Spec Ao\. 
La proposition suivante nous sera utile au §5 : 

Proposition (1.4). Soit (f) : Ai ^ N' un morphisme de À-modules tels que 
N soit de type fini. Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) est surjectif. 

(ii) Pour tout point fermé x de Spec Aq le morphisme 

ct>x := f(x)*(0) : M. = T{xy{M) ^ A4 = T{xy{N) 
est surjectif. 

Démonstration. L'implication (i) ^ (n) est claire par exactitude à droite du 
produit tensoriel. 

Pour l'implication réciproque, supposons {ii). Soit x un point fermé de 
Spec Aq correspondant à l'idéal maximal m^. de Aq et px l'unique idéal maxi- 
mal de A au-dessus de tria;. Le relèvement de Teichmiiller f{x) : A V{x) se 
factorise via t'{x) : Ap^ ^(^) et t'{x) induit un isomorphisme 

(1.4.1) ÂJP.Â. - V{x)/7r V{x) = k{x) . 

Notons = ®^ Âp^. La surjcctivité de (p^ fournit celle de (p^ mod tt; or 
l'isomorphisme (1.4.1) identifie mod à (p^ mod tt. D'oii la surjcctivité 
de ép^ par Nakayama [EGA 0/; (7.1.14)] et ceci pour tout idéal maximal px 
de A. La proposition en résulte. □ 
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2. Fonctions L des F- modules convergents 

Avec les notations du §1 et ^ = Â ou Àk ou An on désigne par F^-Mod(^) 
(resp. F'*-Modlib(^)) la catégorie des ^-modules projectifs de type fini 
(resp. des A -modules libres de type fini) M. munis d'un morphisme de Pro- 
benius (non nécessairement un isomorphisme) 

: M"" := FX{M) M 

Un tel Ai est appelé un F-module convergent (resp. un F-module libre 
convergent). On note F'^-Mod(A)° (resp. F'^-Modlib(A)°) la sous-catégorie 
de F'^-Mod(Â) (resp. F'^-Modlib(Â)) formée des objets M unités, i.e. tel 
que le Probenius soit un isomorphisme : un tel M. est appelé F-module 
convergent unité (resp. F-module libre convergent unité). 

Soit M e F"'-Moû.{Àk)- La fibre Mx de A4 en x G \X\ est par définition 

(2.1) Mx:^TK{,xy{M) , 

et (f)M induit 

d'après la commutativité du diagramme (1.1). 

L'itéré deg x fois de (px est un endomorphisme i^'(x)-linéaire du K[x)- 
espace vectoriel de dimension finie M.^ 

ct>f^ ^-.Mx^Mx. 

Notons 

(2.3) àQi{Mx, T) = det(l - T (t)f^ ^ Mx) 

le «polynôme caractéristique» de ^ . 

Pour M e F"-Mod(i) (resp. M G F"-Mod(A)) 
on définit de même 

M, := fixYiM) (resp. Mx ■= U^nMj) 

(2.4) det{Mx: T) = det(l - T ^ Mx). 
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Soit (M, 0) e F"-Mod(i) ; posons Mn = M/tt^'+^M et 0„ = mod 7r"+^ ; 
et pour X e |X| notons 

{Mn)x = rnix)*{Mn)), (0n)x = fn (x)* (0„) , 

{M^)n = M^/tt^'+^M^, (0^)„ = 0^ mod 7r"+i . 
Puisque {Mn)x = Mx,n et = {(j)x)n —■ (i>x,n OU a la relation 

(2.4 bis) det(l-T (^x,»)"*'^ A^x,») = det(l-T 0^"^ -^^Mx) mod 7r"+i . 

Lemme (2.5). Avec les notations précédentes, on a : 

(i) Si Me F''-Mod{ÀK) , alors det {M^^,T) G K[T] . 

(ii) SiM e F''-Mod{À), alors det {M^^.T) eV[T]. 

(iii) Si Me F''-Mod{An), alors det {Mx,T) e V„[T]. 

Démonstration. Pour (i), soient (ej)j=i^...^r (resp. (ej(8)l)j=i^...^r) une base locale 
de M (resp. de M''), et C(X) la matrice de (pM dans ces bases respectives. 
Alors 

avec Ou e tt" Mr(V) pour un a e Z et 

det{Mx,T) = ciei{l - T C(i(x)«^'''' '^"') x ... x ^(^(x)^) x C{t_{x))} 

où i(x)'^ = ^1(2;)'^ X ... X td{xY et les tj{x) sont les coordonnées de tk{x). Il est 
clair que det {MxiT) a des coefficients invariants par l'action du Probenius 
'^K{x)-i car (Tk{x) envoie t{x) sur t{xY ; d'oii le (i). 

Les cas (ii) et (iii) sont analogues. □ 

Si l'on note Mx l'espace vectoriel Mx vu comme X-espace vectoriel et 
son endomorphisme de Probenius on a 

det{Mx, T) = det{l - T 0^ § ^ ^^^^^^ _ ^deg xyl/àe^ X _ 

Définition-proposition (2.6). La Jonction L de (A4,0a4) G F°'-Mod{ÀK) 
est définie par 

L{Spec Ao, M,t)= JJ det{l - f^^^ ^ 0^^^ ^ | A^,.)"^ e 

x&\Spec Ao\ 
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= Yl det{l- i^^S ^ 0dcg œ I M^yl/deg X _ 
xE\Spec Ao\ 

Si {Ai,(f)M) e F°'-Mod{A) on définit de même L{Spec Ao,A4,t) et alors 

L{Spec Ao, M, t) = L{Spec Aq,Mk, t) G V[[t]) , 
où l'on a posé 

{Mk, (Pmk) — {M, M ■ 
La fonction L de {A4, (^m) £ F"'-Mod{An) est définie par 

L{Spec Ao, M,t)^ J] det{l - f"'^ ^ 4»^'^ ^ \ M,)-' G Vn[[t]] . 

xE\Spec Ao\ 

Si {M,(I)m) e F"'-Mod{Â), il résulte de (24 bis) que 

L{Spec Ao, M, t) = L{Spec Aq, Mn, t) mod 7r"+^ . 

Lemme (2.7). Pour établir la méromorphie p-adique de L{Spec Ao,Ai,t) 
pour (A^,0_A/i) G F°--Mod{ÀK) on peut supposer qu'il existe {Ai',(t)M') ^ 
F"'-Mod{À) tel que M' est libre et {M, (j)M) = {M', ti"(I>m') ®A pour un 
q; e Z. On a alors 

L{Spec Ao, M, t) = L{Spec Ao, M', n'^t). 

Démonstration. Puisque Ai est projectif de type fini sur Âk, et qu'un ouvert 
de Spec Ak est intersection d'un ouvert de Spe,c A avec Spec Ak, il existe 
un recouvrement fini de Spec Ak par des ouverts Uk = Spec Bk, oh B — 
A\\./g\,g & A, tels que 

A4 ®, Bk^ ® Bk Ci. 

Relevons g mod tt =: gfo en / e ^1 ; comme on a un isomorphisme B ~ 
[Et 3, cor 1 du théo 4] on en déduit que 

Af:^A4 Bk^ ® 4l7/k 

et que la matrice C(X) du Probenius (f)]^ est à coefficients dans t:°'A[1/ f], 
avec a e Z. 
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La fonction L{Spec AQ,A4,t) est définie par un produit eulérien sur les 
points fermés de Spec Aq et ceux-ci sont en bijection avec les points fermés de 
Spf A : un recouvrement ouvert fini de Spf A est fourni par des Spf A[l/ f], 
f & A comme ci-dessus ; on peut donc prendre 

M' = e 41/7] ei 

i=l 

avec pour matrice du Frobenius (pM' la niatrice 7r~" C{2Ç), à coefficients dans 
41/7]: 



<:>M' 



■M 



Le couple {Ai' i (pM') est ce que Wan appelle une cr-module convergent [W 
2], [W 3]. □ 
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3. Fonctions L des F- modules surconvergents 

Avec les notations du §1 et ^ = A''" ou et par analogie avec le §2 on 
désigne par F'^-Mod(^) ( resp. F'*-Modlib(^)) la catégorie des F-modules 
surconvergents, i.e. la catégorie des v4-modules projectifs (resp. w4-modules 
libres) de type fini M muni d'un morphisme de Probenius (non nécessairement 
un isomorphisme) 

(f)M:M''^ FX{M) M 

On note F^-Mod(At)° (resp. F^-Modlib(At)°) la sous-catégorie de F^-Mod(At) 
(resp. F^-Modlib(A^)) formée des objets M unités, i.e. tel que le Probenius 
soit un isomorphisme : un tel M est appelé F-module surconvergent unité 
(resp. F- module libre surconvergent unité). 

Soit M e F"-Mod(A|^). La fibre M^; de M en x G |X| est par définition 

(3.1) M, :=4(x)*(M), 
et (j)M induit 

(3.2) (t>^^(t>M®A^^K{x):(T*j,^^^{M^)^ , 

d'après la commutativité du diagramme (1.1). 

L'itéré deg x fois de (p^ est un endomorphisme iir(a;)-linéaire du K{x)- 
espace vectoriel de dimension finie 

(t>f^ ^ : M, ^ M, ; 

on notera l'espace vectoriel vu comme X-espace vectoriel et (f)^ son 
morphisme de Probenius. 

Notons 

(3.3) det(M^, T) = det(l - T0f s ^, M^) ; 
pour M e F"-Mod(A^) on pose de même 

(3.4) M, ^ Tt(x)*(M) , det(M„ T) = det(l - T 0^^^ ^ M,). 
On démontre le lemme suivant comme (2.5). 
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Lemme (3.5). Avec les notations précédentes, on a : 

(i) SiM e F"-Mo(i(Ay, alors det{M^,T) e K[T] . 

(ii) SiM e F''-Mod{A^), alors det{M^,T) e V[T] . 

De même on a : 

Définition et proposition (3.6). Soit {M,(f)M) G F'^-ModiA^j^) et 
(A^,0;k) g F°--Mod{AK) son image canonique par l'extension des scalaires 
de A\^ à Âk- La fonction L de {M, (j)M) est définie par 

L{Spec Ao, M,t)^ JJ det{l - f^'^ ^ 0f ^ ^ M^)-^ e K[[t]] 

x&\Spec Ao\ 
xE\Spec Aq\ 

et on a 

L{Spec Ao, M, t) = L{Spec Ao, M, t). 
Si {M,(})m) g F"'-Mod{A^) on définit de même L{Spec Ao,M,t) et alors 

L(Spec Ao, M, t) = L(Spec Ao, Mk, t) = L(Spec Ao, M, t) G V[[t]], 
= L(Spec Ao,Mn,t) eVn[[t]], 

où l'on a posé 

Mk := M (g)^t , M :^ M Â , M„ := M/n^'+^M . 

Comme (2.7) on montre : 

Lemme (3.7). Pour établir la méromorphie p-adique de L{Spec Ao,M,t) 
pour {M,(I)m) g F^-Mod{A\^) on peut supposer qu'il existe {M',(j)M') G 
F''-Mod{A^) tel que M' est libre et (M,(I)m) = (M' ,-k°'(I)m') O^t pour 
un a & Z. On a alors 

L{Spec Ao, M, t) = L{Spec A^, M', 7r"i) . 
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3.8. Réduction au cas de l'espace affine 

Soient A = V[xi, ...,Xd]/{fi, fe) une V-algèbre lisse relevant Ao,X — 
Spec^o,^ = {xi, ■■■,Xd),R = V[x], {M,(j)M) e -F"-Modlib(At) : un tel M est 
ce que Wan appelle un cr-module surconvergent. Dans ce paragraphe nous 
allons montrer que la fonction L(X, M, t) est une fonction L sur un certain 
espace affine. 

Relevons d'abord M de X h . On choisit une base (ei, e^^) de M 
sur A'' et on note C G M.m{A^) la niatrice m x m h coefficients dans A'' de 
l'application F^t-linéaire (pM- En notant /i la surjection canonique 

fi : V[xi, ...,Xd\^ , 

on choisit ensuite Cq, une matrice m x m h coefficents dans V[x\^ telle que 
Ià{Cq) — C. Alors les relations 

Mo = © V[x\'^ei , 00 (cj) = CoCj 

i=l 

définissent un élément (Mo,0o) G F"-Modlib(V[a;]''^), i.e. un F-module hbre 
surconvergent sur Ap^. 

Pour se réduire de l'espace affine nous allons faire une petite di- 

gression par le F-cristal de Dwork [B 1]. Quitte à passer à une extension 
totalement ramifiée de V, on peut supposer que V contient une racine primi- 
tive p-ième de l'unité : à toute racine tt* de l'équation 

correspond une unique racine primitive p-ième de l'unité \ Çl Kq :— Qp(7r*) 
telle que l'on ait la congruence [Mo 1, theo 4.3] 

2 

A = 1 + TT* (mod TT* ) dans Okq ■ 

La série 

E{t) ^expi-K^t-fi)) 

qui converge pour ordp(t) > — ^ [Mo 1, theo 4.1] est donc surconvergente 

et E{1) est une racine primitive p-ième de l'unité [Mo 1, theo 4.3]. Soit tjjo le 
caractère additif non trivial de ¥p tel que ipo{l) — E{1) : pour tout r G N* 
posons 
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ijjr est un caractère additif non trivial de F^r. Au caractère xjj :— ijji est 
associé le F-cristal de Dwork sur la droite A^^ [B 6] : est un F-cristal 
surconvergent (au sens de Berthelot) libre de rang 1 et si l'on note ô^p une 
base de le Frobenius 

est donné par [B 1, (1.5.2)] 

(t>c^{0^ <E) 1) = expi-K^t - = E{t)e^ . 

Posons y — {yi, ...jUs) ; pour i e |1, sj, notons fi la réduction de fi mod tt et 

f{x,y) = yifi{x) + ... + Vsfsix) e ¥g[x,y] . 

On étend le Frobenius F^t (défini au §1) de = V[x\'' à = V[x, y]''' 

en a, défini par exemple par y![ = y^. Le polynôme / définit un morphisme 
encore noté / 

f : A^-^^ = Spec {k[x,y]) Spec k[t] ^ A^^ 

f{x,y) < — t. 

Par image inverse par /, le F-cristal de Dwork fournit le F-cristal C^j := 
f*{C^) surconvergent sur A^^"*, libre de rang 1, de base e, et dont le Frobenius 

est donné par 

s s 

<Pc^j{e ® 1) = exp{7r*^yifi{x) - 7r*^yi fi{of))e =: (t)f{x,y)e . 

i=l 1=1 

Pour (x, y) G Ap^*(Fgr) notons Tjjj^j(a;, y) = {x, y) son relèvement de Teichmiiller 

[§1] à R[y]^ = V[x,y]^ ; alors l'action du Frobenius itérée r = deg x fois sur 
C^j au point {x,y) est donnée par (cf la preuve de (2.5)) : 

0/fey) X <pf{x'',y^) X ... X <pf{x^^~\y^^~') 

A{f{x,y)) , 
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(3.8.1) 



la dernière égalité résultant de [B 1, (1.4)(ii)]. Puisque /i,...,/e définissent 
X dans A^^, un argument standard sur les sommes de caractères permet de 
remarquer les égalités : 

(3.8.2) yeAfjF,,.) 

= sixe(A^^\X)(F,0 , 
011, pour un schéma Y sur Fg, l'on a posé Y{¥qr) = {points de Yk valeurs dans F^r}. 

Revenons à présent à notre fonction L de départ ; on a : 

L{X, M,t) ^ Yl det(l - f^^ ^ 1M^)-^ 
xe\x\ 

oo r 
r=l 

avec 

Sr{X,M)^ J2 Try{cj>l\M,) ; 

xeX{¥gr) 

en effet, pour vérifier la concordance des deux écritures de la fonction L, 
il suffit de passer au logarithme dans les deux expressions et regrouper les 
facteurs du produit eulérien par degrés (cf [Et 1, 11 2]). Dans la définition de 
Sr{X, M) il est à noter que l'on peut remplacer la somme sur les x G X(¥qr) 
par une somme sur les points de Teichmiiller r'^(a;) de à valeurs dans 
V(Fqr) := l^(Fgr) 014/ V relativement à F^t, ceci grâce à la bijection entre 
ces deux ensembles établie au §1. 

Pour passer de X à l'espace affine A^^* il va nous suffire de réécrire 
l'expression de Sr{X, M) à l'aide de JC^j, en utilisant (3.8.1) et (3.8.2) de la 
façon suivante : 

Sr{X,M) = ^ Yl Tr^mxMfi^^y)) 

- ^ E î^rv(0y X rrv(0[^,,,)^^,^,) 

(2,y)eAd+''(Fgr-) 
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où N :— pr*{Mo) est l'image inverse de Mq par la projection canonique 
pr : A^+^ ^ A^^ et 0jv = pr* (Mq). D'où 

Sr{X,M) = ^ Yl TTv{{<t>N®<t>C,,)\^,y)) 

(ï,^)eA'i+»(F,r) 

Par suite 



L(X,M,t) = exp(5]i(-)'■5,(A^+^iV®£^J)) 

r=l 

^^■^■^^ = L(A^+^7V0£^J,^^) 

L(X,M,t) = L(A^+^pr*(Mo)®r(£^),it) . 

Ceci est le lien que nous recherchions entre les fonctions L sur X et les 
fonctions L sur l'espace affine. C'est ce passage par le cas plus simple de 
l'espace affine que Wan utilise dans [W 4] pour la dernière phase de sa preuve 
de la conjecture de Dwork consacrée aux F-modules libres surconvergents de 
rang 1. 



4. Formule des traces de Monsky généralisée 

Soit X = Spec Aq un fc-schcma lisse ; on considère une V-algèbre lisse 
A relevant Aq comme dans (3.8) telle que Spec A soit de dimension n sur 
Spec V. Pour tout entier i e N, on note :— ^\yy '■ puisque A est lisse 
sur V, est un 74'^-module projectif de type fini ; en particulier est 
projectif de rang 1 sur A^ . Le morphisme de Frobcnius F^t s'étend à f^^^ en 
tant que V-endomorphisme cr-linéaire, injectif et fini localement libre, noté 

Puisque ai — AVi et que ai{uj) = mod tt, pour eu G O^^, on en déduit 

(4.1) cri{uj) = mod tt* , pour u G îl^^ et i ^ 1. 
Il en résulte une application trace [M-W, theo 8.3] 
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telle que, pour a & A^ou & on ait 

Tu{F^t{a)u;) ^ FA,{a).Tn{u;) . 

De plus, en tant qu'endomorphisme de îl^^, on a d'après [M-W, theo 8.5] la 
relation suivante 

ar'oTnoai = [Ao:FAMo)] = q'' ■ 

Ainsi l'application agissant sur a un inverse à gauche quand on ten- 
sorise par Q : cet «inverse à gauche» est l'application ipi définie par 

t/ji = a-^ o Tvi : ^ ■ 

L'application ipi est un exemple d'opérateur de Dwork, i.e. d'une application 
(T~^-linéaire dans le sens suivant : 

'il)i{FA^{a)uj) = aijji(oj) , a E , u E Q^t ■ 

Les opérateurs de Dwork sont des opérateurs à trace, d'où leur importance 
([M-W], [E-LS 1, § 5.1], [W 3]). 

Considérons maintenant (M, 0m) £ F"-Mod(A^) et le A^-module suivant 

M* := HomA^{M,n\^) . 

Définissons un opérateur de Dwork (ff sur M* comme suit : si / G M* et 
m e M, on pose 

0*(/)(m) = {a-' o TrMiMm))) = MfiMm))) ; 

on vérifie que 4>* est bien un opérateur de Dwork, car ip^ en est un : 

0*(i^At(a)/) = a0*(/) ,aeA^,feM*. 

Pour i e |0, n|, soit 

ce module fl'^M est projectif de type fini sur A"^ et l'on pose 

(pi := (l>M®CFi ; 

d'après (4.1) on a 
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(4.2) 0î = mod TT* pour i ^ 1. 

Alors la paire {fl^M, (pi) est un F-module surconvergent. 
Soit 

M* := HomA^{^VM,^l\^) . 
On définit de manière analogue un opérateur de Dwork 0* sur M* par 

0:(/)M = (<7-^ oTr„)(/((/),(m))) = V'n(/(0i(m))),m G QW, / e M* ; 

par (4.2) on a la congruence 

(4.3) 0* = mod TT^ pour i ^ 1 . 
Pour i = 0, on a 

(Q° t, <To) = (^^ i^At) , (M*, 0S) = (M*, 0*) . 

Le A^-module M* K est un fC-espace vectoriel de dimension infinie, qui 
est limite inductive d'une suite d'espaces de Banach p-adiques avec des bases 
orthonormales. Puisque (M, 0m) est surconvergent l'opérateur de Dwork 0* 
donne, après tensorisation par K sur V, un opérateur nucléaire sur l'espace 
p-adique M*®-^K. Il résulte de la théorie spectrale p-adiquc de Serre [S 2] que 
le déterminant de Fredholm det{l — t(j)*\M* ®^ K) est bien défini et est une 
fonction entière de t sur K : les coefficients de cette fonction entière sont en 
fait dans V car la construction ci-dessus est partie de 0» à coefficients dans V. 

La formule des traces de Monsky généralisée établie par Wan [W 3, ap- 
pendix] s'énonce alors comme suit : 

Théorème (4.4) (Wan) [W 3] . Avec les notations précédentes soit (M, 0m) £ 
F°'-Mod{A^) un F-module surconvergent sur X/¥q. Alors 

n 

L{X, M,t) = l[ det{l - t4>U\M:_i ®v Kf-'^'^' , 

i=0 

OÙ les déterminants de Fredholm det{l — t(f)*^_-\M*_-Ç^i; K) sont bien définis et 
sont des fonctions entières de t. En particulier L{X, M, t) est p-adiquement 
méromorphe 

Démonstration. Si M est de rang 1, ce théorème est conséquence du théorème 
5.3 de [Mo 2]. Le cas général est fourni par le théorème (10.10) de [W 3], dont 
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la démonstration utilise la méthode des groupes de Grothendieck de [Mo 2].n 

Corollaire (4.5). Soient X = Spec Aq un k-schéma lisse, A une V -algèbre 

lisse relevant Aq et {M,(f)M) e F"--Mod{A''j^) . 
Alors L{X, M, t) est p-adiquement méromorphe. 

Démonstration. Par le lemme (3.7), on peut remplacer M par un A'^-module 
libre M' : (M', 4>m') est alors ce que Wan appelle un cr-module surconvergent 
[W 2] [W 3]. L'extension au cas affine et lisse de la formule des traces de 
Monsky-Washnitzer établie par Wan (cf Théorème (4.4)) prouve alors la 
méromorphie de L{M',t), donc celle de L{M,t). On peut aussi se ramener 
au cas de l'espace affine [ § 3.8] et utiliser la formule des traces de Monsky 
[Dw 5, 7(a)]. □ 

Comme conséquence du théorème (4-4) nous allons, dans la suite de ce 

^4, montrer que la fonction L d'un F -module convergent à coefficients dans 
A est méromorphe dans le disque unité fermé \t\p ^ 1 [Théorème (4-9)]- 

Auparavant nous allons devoir établir quelques propositions. 

Proposition (4.6). Avec les notations précédentes soit L un Âk -module 
projectif de type fini. Alors 

(i) // existe un A\^-module projectif de type fini L et un Â-module de type 
fini A4 tels que 

Cc^L (8)^t^ Âk et Cc^M^Â ^k- 

(ii) Soit M := Ai n L C C ; alors M est un A^ -module de type fini et on a 
des isomorphismes 

A4 ~ M (g)^t ^ et L ~ M O^t ■ 
Démonstration. 

Pour(i). Puisque {A\ Ay^nA^) est un couple hensélien [Et 3, théorème 3], 
l'existence de L résulte d'un théorème de Elkik [E^, cor 1 p. 573]. Pour AA. il 
suffit de prendre l'image de l'application composée A^ — ^ C où s est 
une surjection et eau l'injection canonique. 

Pour (ii). Comme on a des injections L ^ Ai "-^ C \e ^'''-module M := 
n L est le produit fibré de et L au-dessus de £, donc par [F-R, prop. 
4.2] on a les isomorphismes cherchés. □ 
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Corollaire (4.7). Avec les notations précédentes soit A4 un À-module de 
type fini tel que A4k '■— M. 0^ Ak soit projectif. Alors 

(i) Il existe un A^ -module de type fini M tel que A4 ~ M (g)^t A. 

(ii) Si de plus A4 est projectif alors le M du (i) est projectif de type fini. 

Démonstration. Il suffit d'appliquer la proposition (4.6) à £ = Aix ', le cas 
projectif résultant de la pleine fidélité de A sur A'^ [Et 3, prop 2 : (2) (ii)]. □ 

Proposition (4.8). Avec les notations du ^4 soient AA etAf deux À-modules 
de type fini tels que A4k e.t A/r soient projectif s sur Ak ■ Soit ip : AA ^ Af une 
application À-linéaire et pour tout entier n & N, ipn '■ Ain '■= AA/tt'^'^^AA — )■ 
Afn sa réduction modulo tt""*"^. Considérons comme dans (^.l) un A^ -module 
de type fini M (resp. N) relevant A4 (resp. Af). Alors 

(i) Il existe une application A^ -linéaire (fi{n) : M ^ N relevant ipn- 

(ii) Si ip est surjective alors (fi{n) est surjective. 

(iii) Supposons de plus que A4 = Af ou que Af est projectif sur À ; alors, si 
ip est un isomorphisme, (fi{n) est aussi un isomorphisme. 

Démonstration. 

Pour(i). Puisque M est de type fini, on relève une famille génératrice {ëi)i=\,...,r 
de Ain — Mn := M/7r"+^M en une famille (ej)i=i^....r de M : d'après le 
lemme de Nakayama [Bour, AC II, §3, n°2, cor 2 de prop 4], cette famille 
est génératrice pour M car ttAt C RadAK On note /i, des relèvements 
de ^„ (ëi ),..., î/'„(ë,.) dans A'^, et on définit (p{n) par A'^-linéarité en posant 
^(n)(ej) = fi. 

Pour(ii). On applique [Bour, AC II, §3, n°2, cor 1 de prop 4]. 
Pour(iii). Le cas AA = Af résulte de [Ma, theo 2.4 p. 9]. Supposons Af pro- 
jectif : si ip est un isomorphisme ipn en est un aussi par [EGA 0/(6.7.2)], et 
donc (p{n) aussi [loc. cit.] car A^ est un A'^-module projectif et M est de type 
fini sur A''. □ 

Nous sommes à présent en mesure d'énoncer le résultat de méromorphie 
promis avant la proposition (4.6) : 

Théorème (4.9). Avec les notations du soit (A4, 0) G F"--Mod{À). Alors 

L{X,A4,t)^-'^''"'''-' el + tV{t}; 
en particulier L{X, A4, t) est méromorphe dans le disque unité fermé \t\p ^ 1. 
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Démonstration. Pour tout entier n G N on note 

l'application obtenue en réduisant cf) modulo 7r"+^. Par la proposition (4.8) 

on relève en (j){n) : F^|(M) — > M ; par le début du §4 on en déduit, pour 
tout entier i, ^ i ^ dim X, des endomorphismes 4>{n)* de M*^yK tels que 

(4.9.1) det{l - t0(n)*) G 1 + Tr^VlTr^tl [(4.3)] 

et que det{l—t(j){n)*) soit une fonction entière de la variable p-adique t [(4.4)], 
en particulier 

(4.9.2) det{l - t(p{n)*) G 1 + tV{t} . 
Par le théorème (4.4) on en déduit que 

(4.9.3) L{X, (M, 0(n)), t)(-i)*'"''"' G 1 + tV{t}. 

Notons L{4){n)) := L{X, (M, (t){n)),t) et L(0) := L(X, {M,(t)),t)] par construc- 
tion on a 

(4.9.4) L(0(n))(-i)'™''"'mod tt'^+i = L(0)(-i)*'"''"'mod tt'^+i G 1 + tVnM, 
donc par (4.9.3) on en déduit 

(4.9.5) L(</))(-i)'™''"' mod 71"+^ G 1 + iV„[i] . 

En passant à la limite sur n ceci achève la preuve du théorème (4.9). □ 
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5. La conjecture de Dwork pour les F-modules 

surconvergents 

5.1. Enoncé de la conjecture et du théorème 

Avec les notations des §1, 2, 3 décomposons le «polynôme caractéristique» de 
{M,(I)m) e F"--Mod{ÀK) au point x G \X\ en 

det{M,,,t) := det{l - t (f)f^ G K[t] 

= TT (1 - Qj^x t), 
J 

OÙ les Qj^x sont dans une clôture algébrique K^^^ de K : plus exactement les 
aj^x sont dans une extension finie (éventuellement ramifiée) K'{x) C K^^^ 
de K{x) ; soient 7i'{x) une uniformisante de K'{x) et aK'{x) un relèvement à 
K'{x) de la puissance p"- de k{x) tel que <7k'{x){t<''{x)) = 7i'{x) [Et 4, 1.1]. No- 
tons TTx — TT*^®^ ^ et ordjr^ la valuation de K'{x) normalisée par ord7r^(7ra;) = 1. 

Pour tout nombre rationnel ce G Q on définit la partie de pente a du 
•«polynôme caractéristique» det{A4x,t) par le produit 

(5.1.1) deta{Mx,t) := Il {l-aj,xt). 

Si aj^x est l'inverse d'une racine de det{Aix,t), alors cri^'(x)(o,j.x) en est une 
aussi par le même argument que pour la démonstration du lemme (2.5), 
et puisque (Tk'(x) '■ K\x) — )■ K'{x) est une extension isométrique on a 
ord^^(aj^3;) = ovû.T^^{aKi{x){oj3x)) ') par conséquent deta^M-xii) est à coeffi- 
cients dans K. Comme M. est un A^r-module projectif de type fini, il existe 
ao G Q tel que pour tout x G \Spec Aq\ et tout a G Q, a < «o, on ait 
deta{M.x-i't) — 1- D'autre part det{M.xit) s'exprime par un produit fini 

(5.1.2) det{l-t(t)f^ \Mx) = Yldeta{Mx,t) . 

La partie de pente a de la fonction L{X, A4, t) est définie par l'expression 

(5.1.3) L^{X,M,t) H deta{Mx,t'''^ e K[[t]] . 

xG\X\ 

Comme deta{M.x,t) = 1 pour tout a < ao et tout x G le théorème 
de spécialisation de Grothendieck [K 2, (2.3)] montre qu'il n'existe qu'un 
nombre fini de possibilités pour les pentes de Newton de Aix (donc pour les 
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a ci-dessus) pour tous les x G \X\. 
D'après (5.1.2) on a ainsi la relation 

(5.1.4) L(X, M,t) = \[ L^{X, M, t) ; 

où le produit (5.4) est fini d'après la remarque précédente. 
Pour r e N* et q; e Q, on définit plus généralement 

(5.1.5) deiW(M,,i) n (1 - 

j 

(5.1.6) det^:\Ma^,t) := " ^) ' 

(5.1.7) L^'\X,M,t) := J]^ (iet(^)(-^x,t'''^ ")"' e , 

(5.1.8) L'^:\x,M,t) := J] e ^[W] ■ 
On a encore : 

(5.1.9) L(^-\X,M,t) = n L^:\X,M,t) . 

Plus précisément, grâce à l'expression établie par Wan [W 2, lemma 4.4], on 
a en fait 

(5.1.10) L('\X,M,t) = Yl L{X,Sym'-' M (g) A M, i)^^^-^)'"' , 

(5.1.11) L^a\x,M,t)=l[ La{X,Sym'-' M ®k M,ty''^-'^'~' . 

Les définitions précédentes s'étendent à M e F°'-Mod{A''j^). 

Nous pouvons à présent énoncer la conjecture de Dwork généralisée pour 
les F"-modules surconvergents. 

(5.1.12) Conjecture (Dwork). Soit M e F"-Mod(A^). Alors, pour tout 
nombre rationnel a & Q et tout entier r & W, la fonction La\x, M,t) est 
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p-adiquement méromorphe. 

Wan a prouvé cette conjecture dans une série de trois articles [W 2][W 
3][W 4] (cf (5.1.13) plus bas). 

Notre objectif dans ce § 5 est d'apporter la précision suivante à la 
preuve de Wan (pour une formulation plus précise cf § 5.4). A isogénie 
près la fonction L-unité Lq{X, M.t) est la fonction L{X, AiQ,t) du sous-F- 
module unité A^q du complété de M ; cependant, bien que cette fonction 
L{X, /Aojt) soit p-adiquement méromorphe par Wan, nous montrons qu'il 
n'existe pas en général de sous-module Mq de M dont Mo serait le 
complété (même si le Frobenius de Mo est sur convergent) et auquel 
on pourrait appliquer la formule des traces de Monsky du § 4 pour obtenir 
la méromorphie : nous en donnerons deux contre-exemples issus de familles 
de courbes elliptiques ordinaires, dont l'un est la famille de Legendre. 
Après un bref rappel au § 5.2 du contexte historique oii Dwork a posé sa 
conjecture et l'a résolue pour la famille de Legendre des courbes elliptiques 
ordinaires, nous exposerons au § 5.3 un des aspects de la preuve de Wan 
("décomposition de Hodgc- Newton, théorème d'isogénie de Katz") qui nous 
servira à expliciter nos contre-exemples au § 5.4. 

Cette conjecture (5.1.12) est établie ci-dessous en (5.1.14) comme conséquence 
du théorème suivant de Wan : 

Théorème (5.1.13) (Wan)[W 3, theo 1.1]. Soient X une variété af- 
fine et lisse définie sur un corps fini ¥q de caractéristique p > 0, et (M, 0) 
un a-module surconvergent sur X/¥q. Alors, pour tout nombre rationnel s, 
la fonction L de pente pure s,Ls{(f),t), attachée à {M,(l)) est p-adiquement 
méromorphe. 

Rappelons la terminologie de Wan. Si X = Spec Aq, on relève Aq en une 
V-algèbre lisse A, on note A'' (resp.Â) sa complétée faible (resp. son séparé 
complété) et F^t (resp. F^) un relèvement du Frobenius de à A'' (resp. à 
A). Un (T-module surconvergent est ce que nous avons appelé un F-module 
surconvergent libre, i.e. la donnée d'un 74^^-module libre de type fini M muni 
d'un morphisme de Frobenius 

(f): FX^M M" ^ M . 

L'expression Ls{(j),t) := Ls{X, {M,4>),t) a été définie en (5.1.3). 



30 



La démonstration par Wan de ce théorème (5.1.13) s'effectue en deux 
pfiases : 

La première phase, regroupée dans le premier article [W 3], est une phase 
de réduction : 

- de la pente s à la pente zéro, 

- d'une pente zéro de rang r à une pente zéro de rang 1, 

- de X affine et hsse sur à l'espace affine A^^. 
Cette partie est de nature algébrique via : 

" la formule des traces de Monsky, 

- le théorème de spécialisation de Grothendieck, 

- la décomposition de Hodge-Newton, 

- le théorème d'isogénie de Katz. 

La deuxième phase, regroupée au sein du deuxième article [W 4], est de 
nature plus analytique : 

- par le travail avec des modules de rang infini, 

- par des processus de passage à la limite dans des familles de fonctions 
L méromorphes. □ 

Avant d'examiner plus en détail au §5.3 les parties "décomposition de 
Hodge-Newton, théorème d'isogénie de Katz" de la preuve de Wan, le théorème 
(5.1.13) nous permet d'énoncer : 

Corollaire (5.1.14). Soient X — Spec{AQ) un k-schéma lisse, A une V- 
algèbre lisse relevant Aq et M ^ F^-Mod{A^j^). Alors, pour tout a E Q et 
tout r G M*, les fonctions La\x, M,t), et L^^\X,M,t) sont p-adiquement 
méromorphes. 

Démonstration. Par stabilité de la catégorie F"'-M.oà{A^p^) par puissances 
symétriques et extérieures [W 2, § 3] la conjecture (5.1.12) se ramène au cas 
r = 1. Par la même démonstration que celle du lemmc (3.7) on peut supposer 
qu'il existe un F"-module libre surconvergent (M',0m') G F"--yioà{A^) tel 
que 

(M, ^m) = {M', 7r^0M') ®At A^K pour un /3 e Z , 
et L{M,t) ^ L(M',7rH) . 

On est ramené à montrer que La{Spec Aq, M', t) est p-adiquement méromorphe, 
ce qui résulte du théorème de Wan (5.1.13). □ 
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5.2. Petit rappel historique 

La conjecture de Dwork, qui date du début des années 70 [Dw 5], est 
venue des tentatives de Dwork pour comprendre les variations analytiques 
p-adiques des parties «pures> d'une variété lorsque celle-ci évolue au sein 
d'une famille sur un corps fini de caractéristique p > 0, i.e de comprendre les 
variations des zéros et des pôles de la fonction zêta d'une famille de variétés 
lorsque le paramètre varie. 

Dans le cas de la famille de Legendre des courbes elliptiques ordinaires 
que Dwork étudie en détail dans [Dw 2], Dwork avait prouvé sa conjecture 
sur la méromorphie de la fonction L associée [Dw 3] : dans ce cas le point clé 
de sa preuve est l'existence d'un «relèvement excellent» (excellent lifting) du 
Probenius ( défini dans [Dw 4, §5], [Dw 5, §2] comme laissant stable le premier 
cran de la filtration de Hodge par le Probenius agissant sur la cohomologie 
de de Rham relative d'une famille de variétés) qui permet d'appliquer la for- 
mule des traces de Monsky et d'en déduire la méromorphie [Dw 3] ; voir à ce 
propos l'article de Katz [K 3, §A3] oii cette stabilité du premier cran de la 
filtration de Hodge par le Probenius est automatique lorsque l'on choisit le 
•«relèvement canonique» du Probenius ( le «relèvement canonique» est donc 
un «relèvement excellent» ). Dwork a également prouvé sa conjecture pour 
certaines familles de surfaces K3 ordinaires [Dw 5]. L'ennui de cette méthode 
c'est qu'elle repose sur l'existence des «relèvements excellents» du Probenius, 
existence qui n'est pas assurée dans le cas général comme l'a prouvé Sperber 
[Sp, §3]. 

On peut se demander également l'intérêt qu'il y a de connaître la méromorphie 
de la fonction L dans la conjecture de Dwork : c'est qu'elle donne des es- 
timations p-adiques de sommes de caractères, estimations qui généralisent 
celles obtenues par les conjectures de Weil. Illustrons cette remarque sur un 
exemple. Considérons un morphisme propre et lisse f : X ^ Y de variétés 
définies sur ¥q : alors la fonction zêta unité de cette famille est donnée par 
[E-LS 2] : 



Zu{Y/X, t) = ll L{X, R^m^, t) 



i-ir 



et Dwork conjecture, pour tout entier m, la méromorphie de la fonction 
L{X, -R'"/*Qp, t). Or L{X, K^f^Zp, t) est donnée par la fonction génératrice 

(5.2.1) L{X,R"^f.Zp,t)^exp{J2^^^^^Y^^^'^ ' 

k=l 
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où Sk{R^f^Xp) est une somme de caractères sur les points fermés de X. La 
méromorphie (supposée) de la fonction L{X, R"^f^,Zp, t) et le théorème de fac- 
torisation p-adique de WeierstraB montrent qu'il existe des entiers p-adiques 
ai{l ^ i < +00) et des entiers p-adiques f3j{l ^ j < +00), algébriques sur 
K [Ro, chap 6, 2.2, theo 2 (a),p 312], tels que 

11(1 - ait) 

(5.2.2) L(X, R^f.Zp, t) = ^ 

11(1 - Pjt) 

m 

avec 

lim ai = lim /3j = . 

En prenant les logarithmes dans (5.2.1) et (5.2.2), il en résulte, pour tout 
entier k, l'égalité 

(5.2.3) S.^Y.f^J-Y.''' ■ 

Cette formule généralise la formule classique du nombre de points rationnels 
de X dans F^fc qui résulte des conjectures de Weil, et dans ce cas la somme 
dans (5.2.3) ne comporte qu'un nombre fini de termes non nuls. Dans le cas 
général, si l'on ne considère qu'un nombre fini de termes 13 j et dans (5.2.3), 
on obtient une formule asymptotique p-adique pour des sommes de caractères 
]9-adiques : plus on prend de termes et plus la précision augmente. 
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5.3. F-modules convergents ordinaires 

Dans ce §5.3. on supposera simplement que k est un corps parfait de 
caractéristique p > 0, X — Spec Aq est un /c-schéma lisse et A une V-algèbre 
lisse relevant Aq. 

5.3.1. Définitions 

Soit {M, (pu) e F"-Mod(Â) un F-module convergent . 

A la suite de Katz et Deligne [K 2, II, 2.4, Rks p 148], [De£ 2], on dit que 
Ai est un F-moduIe convergent ordinaire de niveau m s'il existe une 
filtration de M. par des sous F-modules convergents ( donc localement libres 
de type fini) 

(5.3.1.1) c Mo C Ml C ... C Mi-i G Mi G ... C Mm = M 

tels que {Mi/Mi-i,(f)Mi/Mi-i), où (f)Mi/Mi-iest induit par (f)M, soit de la 
forme (Z4,7r* 0^), oià {Ui,(j)i) est un F-module convergent unité (donc loca- 
lement libre de type fini). On dit que M G F"-Mod(A) est ordinaire s'il 
existe m G N tel que M soit ordinaire de niveau m. 

Pour les définitions et propriétés des polygones de Hodge et de Newton 
de M nous renvoyons le lecteur à [K 2, I, 1.2, 1.3 et 2.3 p 142]. 

Puisque k est parfait, si M E F°'-Mod{Â) est ordinaire, il est clair qu'en 
tout point a; e |X| les polygones de Hodge et de Newton de M coïncident et 
qu'ils sont constants, i.e. indépendants de x G |X| [loc. cit.]. La réciproque 
est vraie puisque X est un schéma sur un corps parfait k de caractéristique 
p > et X est lisse sur k [K 2, II, 2.4 Rks p 148], [W 2, lemma 3.6], [W 3, 
theo 7.2, cor 7.3]. 

5.3.2. Rappels des résultats de Wan sur la décomposition de Hodge- 
Newton et le théorème d'isogénie 

Nous utiliserons en 5.4 les résultats suivants de Wan. 

Lemme (5.3.2.1) (Wan) [W3, 4.5]. Avec les notations de 5.3, soit{M,(f)M) G 
F°'-Modlib (AT) un F-module libre surconvergent. Alors, quitte à rétrécir X 
si nécessaire, le F-module surconvergent (M, (^m) admet une filtration (t)M- 
stable par des A^ -modules libres de type fini à quotients libres de type fini 

G No G M 
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tels que la restriction (f)^^ de (f)M à Nq est nilpotente et le quotient M/Nq est 
un F-module libre surconvergent dont le Frobenius est injectif. 

Dans le cas où l'on part d'un F-module libre convergent ordinaire on a le 
résultat suivant de Wan qui améliore (5.3.1.1) : 

Proposition (5.3.2.2) (Wan) [W 3, 4.9, 4.1]. Avec les notations de 5.3 soit 
{Ai,(j)M) ^ F°'-Modlih [A) un F-module libre convergent ordinaire de niveau 
m. Alors (A^,0x) admet une filtration finie (j)M-stable par des A-modules 
libres de type fini à quotients libres de type fini 

c Mo cMiC ... c Mi-i cMiC ... c Mm = M 

tels que 

(a) Le quotient Mi/Mi^i est un F-module libre convergent de la forme 
{Ui, 7r*0i) où {Ui, 4>i) e F"--Modlib (A^)° est un F-module libre convergent 
unité pour chaque entier i G |0, m] . 

(b) Pour chaque entier i G [0,777.]] on a une décomposition 

M = Mi®M(i+i) 

dans laquelle M(i+i) est un sous A-module libre de type fini de M tel 
que 0x(F|A^(i+i)) C n^^^M ; en particulier M /Mi est muni d'un 
Frobenius divisible par tt*"*""^. 

(c) (pM est injectif. 

Démonstration. Seul le point (c) reste à prouver. Or l'injectivité de (pM Gst 
équivalente à la non nullité de det(0^) ; celle-ci est claire car 

det{(j)M) = n det{7r'(j)i) ^0. □ 

i=0 

Voici la version de Wan du théorème d'isogénie de Katz : 

Théorème (5.3.2.3) (Wan) [W3, 7.2]. Avec les notations de 5.3, soient 
(M, 0m) g F"--Modlib {A^) un F-module libre surconvergent à -^pentes de 
Newton:» des entiers naturels et M ^ M (g)^t A e F"--Modlib {Â) le F- 
module convergent associé; on suppose que 0m est injectif. Alors, quitte à 
rétrécir X si nécessaire, le F-module surconvergent (M, 0m) est isogène à 
un F-module surconvergent (M', 0m') dont le F-module convergent associé 
{M',4>M') est ordinaire. C'est-à-dire que le F-module convergent {M',(pM') 
admet une filtration finie (pM' -stable par des A-modules libres de type fini à 
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quotients libres de type fini 

OgM'o(zM[g ... C MU C m; C ... gM'^^M' 

tels que 

(a) Le quotient A4'jÀ4[_i est un F -module libre convergent de la forme 
{Ui, 7r*0j) où (Ui, (pi) G F°'-Modlib {A^)^ est un F-module libre convergent 
unité pour chaque entier i G |0, m]] . 

(b) Pour chaque entier i G |0,m| on a une décomposition 

dans laquelle M'^^^^-, est un sous À-module libre de type fini de Ai' tel 
que (j)M'{FlM[,^,))Cn'+'M'. 

Démonstration. C'est [W 3, 7.2] hormis le F-module surconvergent M' dont 
l'existence est mentionnée dans la preuve de [W 2, 7.2] par Wan, et l'assertion 
(6) qui résulte de (5.3.2.2) (b). □ 

5.4 Non surconvergence de la partie unité : deux contre- 
exemples 

5.4.1 Pentes des fonctions L 

Soit X — SpecAo un /c-schéma lisse, A une V-algèbre lisse relevant 
Ao, (M, (Pm) g F^-Mod (A^) un F-module surconvergent et Al = M (8)^t 
A G F'^-Mod (A) le F-module convergent associé. Pour la méromorphie de 
L''a\x,M,t), et LW(X,M,t), il suffit de traiter le cas r = 1 et M libre [cf 
la preuve de (5.1.14)]. Par le théorème de spécialisation de Grothendieck on 
a vu en (5.1) que M (et donc M.) n'a qu'un nombre fini de -«pentes de New- 
ton» a G Q"^. Quitte à passer à une extension finie totalement ramifiée de V 
on peut supposer que toutes les «pentes de Newton» de M sont des entiers 
a G N. 

Soit Nq c M comme dans le lemmme (5.3.2.1). Puisque 

L{X,M,t) =: L{M,t) = L{No,t) x L{M/No,t) = L{M/No,t) , 
car ^ATg est nilpotent, on est ramené au cas oii 0m est injectif. 
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On peut alors appliquer le théorème d'isogénie de Katz (5.3.2.3) à notre 
{M,(t)M) G F"-Modlib (A^) à «pentes de Newton» des entiers a G N; soit 
M' isogone à M comme dans ce théorème (5.3.2.3). Alors {Mk^i^Mk) ^st 
isomorphe à (Mj^, 4>m'j^), donc ils ont même fonction L 

L(X, M, t) = L(X, Mk, t) = L(X, M'k, t) = L{X, M', t) 

et mêmes fonctions Lq, 

L^{M,t) = L^{MK,t) = L^{M'^,t) = L^{M',t) = L^{M',t) = L{M'JM'^_„ 

Pour la pente zéro, notons M.q C M.' le sous-F-module convergent unité 
de M.' ; on a donc 

Lo{M,t) = Lo{M',t) = L{M'o,t) . 
S'il existait un sous-F-module surconvergent unité Mq de M' tel que 

M' (8)^t Â = M'o 

on aurait 

Lo{M,t) ^ L{Mit) ; 

la formule de traces de Monsky générahsée [Théorème (4.4)] prouverait alors 
que cette dernière fonction est p-adiquement méromorphe. Toute la suite 
de cet article est consacrée à prouver qu'un tel Mq n'existe pas en 
général; pour ce faire on peut supposer que (M, 0m) est un F-module 
surconvergent ordinaire, i.e. dont le F-module convergent associé 
{Ai,4>M) est ordinaire. 

5.4.2 La pente zéro : peirtie unité des F-modules convergents ordi- 
naires 

Au passage notons la caractérisation suivante de la partie unité d'un F- 
module convergent ordinaire : 

Lemme (5.4.2.1). Avec les notations de 5.3, soit {M, (pu) £ F°--Modlib (A) 

un F -module libre convergent ordinaire, donc muni d'une filtration satisfai- 
sant à (5.3.2.2). Pour chaque entier n G N on note 0^ : F'^{M) M 
l'itéré de 4>m- Alors, on a 

Mo = f]lm{rM ■■ Fl*{M) ^ M} . 

n 

Preuve du lemme. Puisque (pMo ^st bijectif on a une inclusion évidente 
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Mo C fl Im{0Xf : Fl*{M) ^ M} . 

n 

Pour prouver l'égalité il suffit d'après [Prop. (1.4)] d'établir la surjectivité en 
tout point fermé x de X, i.e., en utilisant les notations du §1, que l'on a un 
isomorphisme 

f(x)*(Mo) (Mo), (flM^A. : Fl*(M) ^ M}). . 

n 

Or la composée des applications canoniques 

f|(Im 

n n 

et des égalités 

f|(Im = (A4 [Del 2; 1.3.2, (1.3.3.3) et Rq 1.2.5] , 

n 

{M,)o = {Mo), [K2] [1^3; 4.12] , 
est l'identité de (A^o)a:- De même la composée de l'application canonique 

(film 0Xl).^n(I^ ^M^^ 

n n 

des égalités 

f|(Im ^mJ = (M.)o = (Mo). , 

n 

et de l'application canonique 

{Mo)x^{f]lm rM)x 

n 

est l'identité de [f]^ Im 0^)a;. D'oià le lemme. □ 

Lemme {5. 4.2. 2). Avec les notations de 5.3, soit {M,4>m) e F^-Modlih [A^) 
un F -module libre surconvergent ordinaire , i.e. dont le F -module convergent 
associé (M, 0x) est ordinaire, donc muni d'une filtration satisfaisant à (5.3.2.2). 
Pour chaque entier n & N on note 

■■ Fl\M) ^ M [resp. ■ n*{M) ^ M] 
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l'itéré de (pM [resp. 4>m]- On suppose de plus qu'il existe un sous-A^ -module 
Mq de M tel que A4o — Mo(8)^t^- Alors, on a des isomorphismes canoniques 

Mo = Mon M , 
Mo = fl Im{rM ■■ F2KM) ^ M} , 

n 

et Mo est (pM-stable, donc muni d'un Frobenius 

(Pmo ■■ FX,{Mo) -.^MS^Mo 

défini par 0Mo = 0m | m- = 0x|m- ■ 
Preuve du lemme. Notons 

= A4o n M ; 

comme on a des inclusions évidentes 

ModM'^dMo , 

que le complété de Mq est M.o et que Mq est un 74^-module de type fini, il 
en résulte une égalité 

Mo (g)At À^M'q®a^À] 
d'oià, par fidèle platitude de A sur A\ la première égalité du lemme 

Mo = Mq = Mon M. 

Notons 

M" = Fl,{M) , M^ = Fl,{Mo) , 

M^ = Fl{M) , Ml = F^iMo) ; 
on a alors des isomorphismes 

M" ~ À ~ F^t (M) , Ml ^ M^ Â ~ F^t (Mo) ■ 

Puisque F^^ est plat, on en déduit des isomorphismes canoniques [Bour, AC 
I, §2, n°6, prop. 6 et Rq. 1] 

M^ n M" ~ Fl^{Mo) n Fl^{M) ~ Fl^{Mo n M) = Mo" C M" ; 
d'oià un morphisme de Frobenius 

0Mo : ^ Mo 
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défini par = 4>Mo\Mg = 0m|m- = 0>i|m-, et 0Mo est un isomorphisme car 
(f>Mo = 0Mo <H)At >1 en est un. 

Comme on a des inclusions évidentes 
Mo C fl M0M ■■ ^ M} C flM^Xl : ^r(-^) ^ A^} = >to , 

n n 

que le complété de Mq est A^o et que f]^Im{ç!)^ : F^*(M) ^ M} est un 
^'^-module de type fini, il en résulte une égalité 

Mo A = (^f]lm{rM : F2;{M) ^ M} j i ; 

d'où, par fidèle platitude de Â sur ^4^, la deuxième égalité du lemme 
Mo = f|Im{0^:F^t*(M)^M}. □ 

n 

Plus généralement que pour la seule partie de pente zéro, on a : 

Proposition (5.4.2.3). 

(a) Avec les notations de 5.3, soient M un -module de type fini, M. — 
M A et M un sous-A-module de M.. Alors les propriétés suivantes 
sont équivalentes : 

(i) il existe un sous-A^ -module N de M tel que J\f = N (g)^t Â . 

(il) (A/" n M) i ^ A/" . 

Si ces propriétés (i) et (ii) sont satisfaites, alors N = M r\ M . 

(b) Soit {M,(})m) g F°--Mod {A^) un F-module surconvergent, {M-^^Pm) 
F-module convergent associé {J<4,(f)M) 

un sous-F -module convergent. 

On suppose de plus qu'il existe un sous-A^ -module N de M tel que 
J\f = N A. Alors, on a un isomorphisme canonique 

et N est (pM -stable, donc muni d'un Frobenius 

(t>N-F\,{N) ■.= N''^N 

défini par (pjq = <Pm\N'^ = 'Pm\N'^ = 'Pm\N'^ ■ De plus est un isomor- 
phisme si et seulement si (pN en est un. 
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(c) Situation comme en (a) en supposant (i) et (ii) vérifiées : on suppose 
de plus que M, JH, M sont munis de connexions Vm, Vx, V^, telles 
que Vm = m)\m ' ^A/" — m)\j^- Mors N est muni d'une connexion 
définie par 

Viv = (Va^)|^ = (Vm)|jv = (Va^)|^ . 

(d) Supposons (h) et (c) vérifiées. Si (pM et (f)j\f sont horizontaux alors 

est aussi un morphisme horizontal. 

(e) Les propriétés (a),(b),(c),(d) subsistent en remplaçant par A^j^ et À 
par Ak. 

Preuve de la proposition. 
(a) Supposons (i) et notons 

N' ^J\ff\M ; 
comme on a des inclusions évidentes 

N ^N' ^J\f , 

que le complété de est Af et que A^' est un 74'l"-module de type fini, il en 
résulte une égalité 

N®A^ N' (8)^t Â , 

donc, par fidèle platitude de Â sur A\ l'égalité N ^MoM. D'où (ii). 
L'implication réciproque est claire. 

(b) D'après (a) on a 

N^XnM . 

Notons 

M'^ = FX,{M) , N'^ = FXtiN) , 

M'' = FliM) , Af" = Fî(AA) ; 
on a alors des isomorphismes 

M" ~ M" Â ~ FX^{M) , M" ^N" (8)^t Â ~ Fl^{M) . 

Puisque F^t est plat, on déduit de [Bour, AC I, §2, n°6, prop. 6 et Rq. 1] les 
isomorphismes du lemme suivant : 
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Lemme (5.4.2.4). 

A/"" n M'^ ~ FXi{^^) n FXi{M) ~ F;t(AAn M) = N"" c W . 

D'où, par intersection à partir de 4>j^/ et (pM, un morphisme de Frobenius 
défini par (p^ = 4>m\n- = 4>m\N'^ = 4>m\N''- 

Par fidclc platitude de A sur A\ (p^ est un isomorphisme si et seulement si 

(pjv = (pN ®At A en est un. 

(c) On déduit de [Bour, AC I, §2, n° 6, prop. 6 et Rq. 1] le lemme suivant : 
Lemme (5.4.2.5). Avec les notations précédentes on a un isomorphisme 

N O^t ^ ®A ^i) n ®At ^^At) . 

Grâce à ce lemme (5.4.2.5) les connexions 
et 

Vm ■■ M ^ M Q^t 

permettent de définir encore par intersection, à la manière de [Et 4, §4], une 
connexion 

Vn ■■ N ^ N Q^t 

telle que 

(d) Par l'injectivité des fièches 

{N, (Pn) ^ (M, (Pm) 

et 

(n,<p^)^{X,<Pj^) 

la commutation de (pN et V^^ résulte de celle de (pM, Vm d'une part et de 
celle de (p^i'^M d'autre part. 

(e) Moyennant le lemme suivant, les preuves sont analogues. 
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Lemme (5.4.2.6). En munissant — K (resp. — Â <S)v K) de 

la norme eoctension naturelle de la norme p-adique de (resp. A), on note 

le séparé complété de A^j^. Soit M un À^p^-module de type fini : on le 

munit de la norme p-adique et on note M son séparé complété pour cette 
topologie. Alors : 

(i) Ak est séparé et complet. 

(a) On a un isomorphisme isométrique (^^k^ — -^k- 
(m) On a un isomorphisme isométrique M ~ A^ <S>Ai M. 

Preuve du lemme. 

(i) Que Âk soit séparé est clair. Soit {a^,),, une suite de Cauchy dans Àk '■ 
pour tout £ > il existe un entier A^o tel que, pour tous entiers naturels 
iy,IJ>,iy ^ A^o, on ait |aj,_|_^ — Oi/] < £ ; en particulier pour < e < 1 on a 
\a,y+n — Oi^l & A. Choisissons un entier N{i/) tel que p^^^^a^, G A ; puisque 

\p^''''^a^+^- p^'''''^ay\ = -;^^y^\ciu+^l - <£ 

on en déduit que, pour tous entiers naturels u, fi,!/ ^ Nq, on a p^^^^'a^j^^ G À 
et que, pour u ^ A^o, {p^^^^av+n)n est une suite de Cauchy de À ; notons 
& e ^4 la limite de cette suite. Il est alors clair que 

h 

lim a„ . 



pN{v) 



(ii) D'après [B-G-R, §2.1.7, prop 4] et la complétude de Àk on a les 
isomorphismes isométriques suivants : 



A'^^yK = A®yK , 

Ak^ Âk'^ À®yK ; 
d'oià le (ii). 

(iii) Notons M' = Âk (8)^t M : c'est un Âi^-module de type fini que l'on 

k 

peut décrire comme le quotient M' — M"/N d'un module libre de type fini 
M" par un sous-module N. D'après [B-G-R, §2.1.1 prop 3 et §2.1.5 prop 6] 
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M" est complet, donc M' aussi [B-G-R, §2.1.2 prop 3]. Ainsi, compte tenu 
du (ii), on a M' ~ M', i.e [B-G-R, §2.1.7 prop 4 et prop 6 (i)] 

M' ~ Àk®â^M ~ M . 

D'oii le lemme. □ 

On va en déduire le critère suivant de surconvergence pour les sous-objets 
des F- iso cristaux, pour la définition desquels nous renvoyons à [B 2] : 

Corollaire (5.4.2.7). Soient X comme en (5.4.1), {E,(Pe) e F-Isoc\X/K) 
un F -isocristal surconvergent [B 2, (2.3.7)] et {S,(f)£) G F-Isoc{X/K) le F- 
isocristal convergent associé : on note (M, (pM, Vm) le À^^^-module associé à 
E par l'équivalence de catégories de Berthelot [B 2, (2.5.8)] et (Al, (])m-i m) 
le Àx-module associé à £ [Et 8]. Considérons un sous-objet 

de {£, (ps) et notons 

{M, (pM, Vat) ^ {M,(j)M,^M) 

le Àx-module associé à £' [Et 8]. Alors on a équivalence entre les propriétés 

suivantes : 

(i) {£',(f)£i) provient d'un objet {E',(pE') £ F-Isoc\X/K) par le Joncteur 
d'oubli [B 2, (2.3.9)] 

F-Isoc\X/K) F-Isoc{X/K) . 

(ii) {N n M) ®^t^ Âk ^ N. 

Preuve du corollaire. Supposons (i) : il existe E' e F-Isoc\X/ K) avec pour 
image £' par le foncteur d'oubli 

F-Isoé{X/K) F-Isoc{X/K) . 

L'injection £' ^ £ se relève alors par la pleine fidélité du foncteur d'oubfi 
établie par Kedlaya [Ked 2, Théo 5.2.1] en une injection E' ^ E : par 
l'équivalence de catégories de Berthelot [B 2, (2.5.8)] il en résulte une injection 
entre A^j^- modules projectifs de type fini N ^ M telle que 

H (8)^t^ Àk- 
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Le (ii) résulte alors de la proposition (5.4.2.3) (e; propriété (a)). 

Réciproquement supposons (ii) et posons = A/'flM. D'après [(5.4.2.3) (a) 
et (e)] N est muni d'une connexion Vjv et d'un Frobenius (f)N qui est un iso- 
morphisme horizontal : d'après l'équivalence de catégories de Berthelot [B 2, 
(2.5.8)] il existe un objet {E',(f)E') e F-Isoc\X/K) associé à (A?", ç!)jv, Vat). 
Compte tenu de l'isomorphisme 

Ak ^ (Àf, 4>M, Vat) , 

(£:', (t)s') provient de {E' , (pE') e F-Isoc^X/K) par le foncteur d'oubli. D'oià 
le corollaire. □ 



5.4.3 Premier contre-exemple : les courbes elliptiques 
de Legendre 

Soient A; = Fp le corps fini à p éléments, k une clôture algébrique de k, 
X & k, \ 0,1, k{\) = ¥q^ le corps résiduel de A, et la courbe elliptique 
d'équation affine — x{x — l){x — X) . 

Si p 7^ 2, soit Hp le polynôme suivant 

Alors par définition on a 

(i) Xx est supersingulière Hp{X) = 

(ii) Xx est ordinaire <ï=^ Hp{X) ^ 0. 

Sur cette caractérisation on constate que les courbes elliptiques ordinaires 
sont les plus nombreuses; pour p > 2 donné il y a au plus [p/12]+2 courbes 
elliptiques supersingulières (à isomorphisme près). 

La fonction zêta de Xx s'écrit : 

;i - axt)il - f3xt) det{l - tF; Hl^^Xx/Wx)) 



Z(Xx/k(X),t) ^ 



t){l-qt) {l-t){l-qt) 



où Wx est l'anneau W{k{X)) des vecteurs de Witt de k{X) et ax , Px sont des 
entiers algébriques éléments d'une extension finie Kx du corps des fractions 
de Wx tels que /3a = (Ix/olx- Soit v l'extension à Kx de la valuation p-adique 
telle que v{qx) = 1. Il n'y a alors que deux possibilités : 
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(i) ou bien v{ax) — = 1/2, auquel cas est supersingulière, 

(ii) ou bien v{a\) — 0,v{Px) — 1, auquel cas est ordinaire. 

Dans le cas ordinaire (qui est "le plus courant") on s'intéresse à voir com- 
ment a\ varie avec A : pour ça on considère la famille des courbes elliptiques 
de Legendre f : X ^ S sur le Fp-schéma lisse S = Spec(¥p[\][jjj:^^jj-j^]) 
et les fonctions génératrices 

L{R'Uis*{Ox/w):t) n - - ' 

se\s\ 

Lo(R'fcrUOx/w),t) = L{R'féu(^p) (8)z, Ox/w,t) = H " 

.e|S| 

dans lesquelles 

deg s — [k{s) : ¥p] . 

Par [B-B-M] on sait que -RVcris*(C'x/VF) est un F-cristal localement libre de 
rang 2 et R^féuC^p) <8)Zp Ox/w est son sous-F-cristal unité. Le F-isocristal 
convergent associé à R^fcris*{Ox/w) par la construction de Berthelot [B 2, 
(2.4.2)] n'est autre que S := R^ fconv*{Ox/Q ) et ce dernier provient en fait 
du F-isocristal surconvergent E := R^ frig*{Ox/Qp) [Et 4, théorème 7] : il 
résulte alors de [E-LS 1] et de [Ked 1] que la fonction L{R^ f cris* {Ox/w), t) 
est rationnelle. 

D'autre part on sait depuis Dwork [Dw 3] que la fonction Lo{R^fcr:is*{Ox/w),t) 
est méromorphe. 

Notons Ao = ¥p[\][j^^^^j^], A = Zp[\][j^^^^j^], A^ le complété 
faible de A, i le complété de A, A]^^ = A^ Qp, Aq^ = Â Qp, 
: A'^ A^ un relèvement du Frobenius de Aq au-dessus du Frobenius a 
de Zp, = «)At Â et F^t = F^t Qp, F, = F^ Qp- 

Qp 

Rappelons que F^t est automatiquement fini et fidèlement plat [Et 3, théo 
17], et que la donnée d'un relèvement F^ : À ^ À du Frobenius de Aq au- 
dessus du Frobenius a de Zp est équivalente [Et 6, cor. (3.1.4)] à la donnée 
d'un F^t tel que F^ = F^it (8)At Â. 

Puisque S est un Fp-schéma affine et lisse, la donnée du F-isocristal surcon- 
vergent E — R^frig»:{Ox/(Qp) est équivalente [B 2, (2.5.8)] à la donnée d'un 
74Q^-module projectif de type fini Mq^, muni d'une connexion intégrable 
Vmqp et d'un isomorphisme horizontal (Pmq^ '■ (Mq^) — >■ Mq^. Soit 
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(Mq^, 0Xq^, Va^qJ le ÂQ^-module déduit de (Mq^, ^Mq^, VmqJ par le chan- 
gement de base Aq^ — ^ Âq^ : A^Qp n'est autre que le ÂQ^-module associé dans 
[Et 8] au F- isocristal convergent correspondant à fctis*{Ox/w)■ 
l\ se trouve aussi que la donnée de fcns*{Ox/w) fournit d'après Katz [K 
2, § II] un Â-module projectif de type fini M. muni d'une connexion intégrable 
V M et d'une isogénie (j)M '■ F\{-M^) ~^ M. commutant à la connexion, et l'on 
a un isomorphisme canonique 

Mq^ = M®Â M, ■ 

Il est à noter que le Probenius 0^ dépend du relèvement du Probenius de 
Aq : pour deux tels relèvements F^^ et F^^ les Frobenius (fyiMi 4'2M correspon- 
dants sont relies par un isomorphisme x(-^ii-^2) provenant de la connexion 
et qui rend commutatif le diagramme suivant [K 1, §(1.3)] : 




M 



Précisons la provenance de M. : soit h : X ^ S = Spec A le relèvement 
évident de / au-dessus de Zp et /i"'' : A'"'" — > 5"'" := Spec A'^ [resp. h : X 
S := 5*^60 Â] l'image inverse de h par le changement de base de A k A^ [resp. 
de A à A] ; alors A4 est le H^de Rham de /i [K 1, § 8] et est un A-module 
libre de rang 2 sur ou et ou' où 

ou est la classe de la différentielle de première espèce dx/y , 

ou' ^V{d/dX){u) . 

La filtration de Hodge est spécifiée par 

Fil^M ^ÂojcM . 

La donnée de A4 et Mq^ fournit d'après [P-R, §4] un ^'''-module projectif de 
type fini M — Mq^ n A4 et l'on a des isomorphismes canoniques 

M ^ M ®Ai Â , Mq^ = M ®At ■ 

Notons 
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on a alors des isomorphismes 

M'' ~ M'^ À , {M^J ~ = (M'^)q^ , 

Lemme (5.4.3.1). Avec les notations précédentes on a un isomorphisme 

Preuve du lemme. Le A'^-module M'^ est plat pour le A'^-module Âq^ [Bour, 
AC I, §2, n°2, déf 1], car M'^ est un 74'''-module plat, puisque F^t est plat et 
M est projectif de type fini sur . Donc on a un isomorphisme canonique 
[Bour, AC I, §2, n°6, prop. 6 et Rq 1] et [Et 4, cor de prop.2] 

M'' n {Mq^Y = {M'^ Â) n {M'^ 4^) ^ M- (i n A^^J = M- . □ 

Les Probenius (f)M : F*JM) ^ M et 0m„ : F*. (Mq ) Mq permettent 

alors, grâce au lemme (5.4.3.1), de définir par intersection, à la manière de 
[Et 4, cor de prop. 7], un morphisme de Probenius 

tel que 0m = ^aiim'^ = ^Mq^im^^ = <Pmqj,\mo- ■ 

De la même façon on établit le lemme suivant : 
Lemme (5.4.3.2). Avec les notations précédentes on a un isomorphisme 

M (8)^t ^ {M ®A n (Mq^ O^t ^^^,t ) ■ 
Grâce à ce lemme (5.4.3.2) les connexions 

et 

Vm«, : Mq^ ^ Mq^ 

permettent de définir encore par intersection, à la manière de [Et 4, §4], une 
connexion 

Vm ■■ M ^ M ®At 
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telle que 

Vm = Vtkim = Vmqj,|m = Mq^\m ■ 

On a vu ci-dessus que Vmq^ et ^Mq^ commutent, il en donc de même pour 
Vm et 0M- 

Le sous-F-cristal unité R^féuC^p) ®Zp Ox/w de fcns*iOx/w) fournit 
de même par Katz [K 2, §11] un A-module projectif de type fini Aio muni 
d'une connexion intégrable Vmo et d'une isogénie (pMo '■ -^^(-^o) ^ M-o 
commutant à la connexion ; A4o est aussi le sous-module de Ai défini dans 
le lemme (5.4.2.1) ci-dessus . En fait Aio est libre de rang un sur A [K 1, 
§8], [vdP, (7.12)] avec pour base u — /3ui — A(l — X)u!' ,13 & A, telle que 
0Xg(M) = 4>m{u) = u. La filtration 

(5.4.3.3) Oc Mo CM 

en sous- modules 0>i-stables fait de {M, (I)m) un F-module ordinaire [K 1] et 
l'on a un isomorphisme de À-modules 

(5.4.3.4) M^Mo®Fil^ M . 

En procédant à une étude locale de la famille de Legendre [De£ 2, §2.1.4], 
[K 1, §7] il se trouve que Mq et Fil^ M sont en dualité par la dualité de 
Poincaré qui respecte l'action du Frobenius [loc. cit.] : pour les «relèvements 
excellents»du Frobenius qui induisent une action sur Fil^ M [ci (5.2)], la 
dualité de Poincaré permet d'en déduire l'action du Frobenius sur la partie 
unité Mq. 

Nous sommes à présent en mesure d'énoncer notre premier contre-exemple 
promis en 5.1 : 

Théorème (5.4.3.5). Avec les notations précédentes la filtration (5.4-3.3) 
ne se relève pas en une filtration de M, plus précisément il n'existe pas de 
sous- A^ -module Mq de M tel que l'on ait un isomorphisme canonique 

Mo = Mo (g)At Â . 

Preuve du théorème. Par l'absurde supposons l'existence d'un sous-74 '^-module 
Mo de M vérifiant un isomorphisme canonique 

Mo = Mo (8)At À . 

Notons 

= Mo n M ; 
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comme on a les inclusions évidentes 

MoC M^cMo , 

que le complété de Mo est Mo et que Mq est un ^'''-module de type fini, il 
en résulte une égalité 

Mo ® At i = M^ (gj^t i , 

d'oià l'égalité 

Mo = Mo = A4o n M. 
Comme pour le lemme (5.4.3.1) on établit l'isomorphisme 

Mo n M'' c M" ; 

d'oià un morphisme de Probenius 

0Mo : ^ Mo 

défini par = (f^Mo\Mg = 0m|m^ = ^a^im^"' ■ 

Par le lemme (5.4.2.5) on a un isomorphisme 

Mo ®At f^At - (-^0 ®Â ^i) n (M <8)At f^At) ; 

d'où une connexion 

: Mo ^ Mo ®At f^At 

définie par 

Vmo = Va^oIMo = Vm|Mo = '^M\Mo ■ 

Comme Vm et 4>m commutent, il en est de même de Vmo et 0Mo et de 
^AfoQp et 0MoQp : par l'équivalence de catégories de Berthelot [B 2, (2.5.8)] le 
sous-F-isocristal convergent Sq du F-isocristal surconvergent frig*{Ox/Qp) 
correspondant à i?^/ét*(Zp) <S)Zp Ox/w serait sur convergent, i.e. serait dans 
l'image essentielle du foncteur d'oubli [B 2, (2.3.8)] 

F-Isoc\S/Qp) F-Isoc{S/Qp) . 

Nous allons prouver qu'il n'en est rien. 

Compte tenu de l'isomorphisme Mq = Mq (gj^t Â, il existe 

/X e := { éléments inversibles de Â} tel que 
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Iiu — iif3uj — fJ,X{l — X)uj' e Mo ; 



puisque A(l — A) G := { éléments inversibles de ^4''^}, on en déduit que 
G A"^^ , donc aussi f3 G A''^ . Au final ceci prouverait que le générateur u de 
Aio comme A-module serait aussi générateur de Mo comme ^'''-module : on 
aurait alors (et ceci quel que soit le relèvement du Frobenius de Aq) 

(5.4.3.6) cpMoiu) = cj)Miu) eMoCMo, 



(5.4.3.7) VMoid/d\){u) = VAi(d/A)(u) G Mo C A^o • 

Arrivé à ce stade du raisonnement nous allons à présent choisir pour relèvement 
le relèvement canonique (pcan (relèvement excellent du Frobenius dans la 
terminologie de Dwork) et nous noterons 

le Frobenius de pour insister sur sa dépendance en (pcan- D'après [vdP, 
(7.14), (7.16)], [Dw 4] on a 



(5.4.3.8) MfcanXu) ^ , e = (-l)'^^^^^eAt 

OÙ a est la fonction hypergéométrique 



(6.4.3.9) VM(d/ X)(u) = r,u, r,= -^ eÀ\A^ . 

a[A ) 

La relation (5.4.3.9) contredit (5.4.3.7). Ceci achève la preuve du théorème 
(5.4.3.5). □ 

Chemin faisant nous avons en partie prouvé le corollaire suivant : 

Corollaire (5.4.3.10). Avec les notations de (5.4-3) le F-isocristal convergent 
associé à R^fcris*iOx/w) po^f ^« construction de Berthelot [B 2, (2.4-2)] n'est 
autre que £ := fconv*{Ox/Qp) ce dernier provient du F-isocristal sur- 
convergent E :— frig*{Ox/Qp) pcLT Ic fonctcur d'oubli [B 2, (2.3.8)] 

F-Isoc\S/Qp) F-Isoc{S/Qp) . 
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Le sous-F -isocristal convergent unité Sq de £ associé à 
R}fét^{'Lp) Ox/w n'est pas surconvergent, i.e. il n'est pas dans l'image 
essentielle du Joncteur d'oubli 

F-Isoc\S/Qp) F-Isoc(S/Qp) 

bien que £ lui-même soit dans l'image de ce fondeur d'oubli. 

Preuve du corollaire. Supposons par l'absurde qu'il existe Eq G F-Isoc^{S/Qp) 
avec pour image Sq par le foncteur d'oubli 

F-Isoc^(S/Qp) F-Isoc(S/Qp) . 

L'injection Sq ^ £ se relève alors par la pleine fidélité du foncteur d'oubfi 
établie par Kedlaya [Ked 2, Théo 5.2.1] en une injection Eq ^ E : par 
l'équivalence de catégories de Bertlielot [B 2, (2.5.8)] il en résulte une injection 
entre Aq^- modules projectifs de type fini MqQj, M- Mq^ ; avec les notations 
utilisées dans la preuve du théorème (5.4.3.5) posons 

Mo := Mo n MoQ^ . 

Grâce à [F-R, §4] on en déduit une injection Mq ^ M telle que 

Mo = Mo À , MoQ^ = Mo ®At ; 

ce qui est impossible d'après le théorème (5.4.3.5). D'oii le corollaire. □ 

Remarques (5.4.3.11). Le corollaire (5.4.3.10) et les relations (5.4.3.8)(5.4.3.9) 
peuvent se paraphraser en disant deux choses : 

(i) Dans la base u de Mo, 4>Ma{.Vcan) est surconvergent et V Mo ne l'est pas : le 
corollaire (5.4.3.10) nous dit qu'on ne peut pas faire mieux, i.e. qu'il n'existe 
aucun relèvement F| du Frobenius de Ao ni aucune base de Mo dans laquelle 
à la fois 0Xq(F|) et V Mo soient surconvergents. 

(ii) Bien que Mo soit surconvergent au sens de Dwork (i.e. existence 
d'un Frobenius F^ et d'une base de A^o tels que la matrice de soit sur- 
convergente, c'est-à-dire à coefficients dans : avec les notations ci-dessus 
la matrice de 4>im peut être surconvergente et pas celle de la différence 
provenant de la matrice de x(Fi, F2)), 

la flltration pcir les pentes (5.4.3.3) Mo C Al ne se relève pas en une 
filtration analogue de M, sinon Mo serait surconvergent au sens de 
Berthelot, ce qui n'est pas le cas. 

Cette surconvergence au sens de Dwork de Mo permet cependant de lui ap- 
pliquer la formule des traces de Monsky et d'en déduire la méromorphie de 
la fonction L{X, Mo, t). 
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5.4.4 Deuxième contre-exemple : les courbes modulaires 

Soient k = ¥p,N ^ 3 un entier premier à p, lo(iV) la courbe modulaire 
affine lisse sur Zp espace de modules de courbes elliptiques avec structure 
de niveau de type Tq^N). On note A — )■ Yo{N) la courbe elliptique univer- 
selle. Soient YqIN)^ la fibre spéciale de Yq{N), X C yo(^)fc l'ouvert qui pa- 
ramctrise les courbes elliptiques ordinaires [F-C,V, §7, p. 192] et U G Yo{N) 
un sous-schéma ouvert de fibre spéciale X. On désigne par X le complété 
formel de U le long de X : c'est un Zp-schéma formel indépendant du choix 
de U. Considérons le problème de module A'j^''' qui associe à tout Zp-schéma 
localement noethérien S dans lequel p est localement nilpotent, l'ensemble 
des classes d'isomorphismes 

A%'{S)^{{B,Sj,)}/c^ 

où B est un ^'-schéma abélien de dimension relative 1 muni d'une polarisation 
principale tel que toutes les fibres géométriques de B ^ S sont des courbes 
elliptiques ordinaires et ^jv est une structure de niveau N. Alors A%'^ est ind- 
représentable par X [A-M, §8]. La courbe elliptique formelle universelle C — >■ 
X est la complétée formelle de l'image inverse de A ^ ^o(^) P^-r fièche 
U M- lo(A^) ; de plus C — )■ A' relève la courbe elliptique ordinaire universelle 
f : C ^ X. Ainsi E — frig*{C / X) est un F-isocristal surconvergent sur X 
de rang 2 [B 2, (2.3.8) (in)] [Et 4, théo 7] ; notons £ le F-isocristal convergent 
associé à E par le foncteur d'oubh 

F-Isoc^(X/Qp) ^ F-Isoc(X/Qp) . 

Le sous- -F-isocristal unité £q de £ est l'isocristal associe, par la construction 
de Berthelot [B 2, 2.4], au F-cristal unité de rang 1 iî^/ét*(Zp) Ox/Zj, '■ 
ce F-cristal unité correspond à une représentation [K 4] 

p:ni(x,x)^z; 

011 X est un point géométrique de X fixé. D'après un théorème de Igusa [Ig], 
[K 4, 4.3] l'image par p du groupe d'inertie en chaque point supersingulier 
est égale à Z^ tout entier : en particulier p n'est pas à monodromie locale 
finie [C, §3], donc d'après Crew [C, theo 4.12] £q ne provient pas d'un F- 
isocristal surconvergent par le foncteur d'oubli ci-dessus. Cependant, d'après 
un théorème de Brinon-Mokrane [Bri-Mo, théo 1.1], le «relèvement cano- 
nique» : A" —> A" du Probenius de X, issu de la théorie des sous- groupes 
canoniques de Abbes-Mokrane [A-M], fournit un Probenius surconvergent 

: 0*£o ^ £o . 
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Ainsi les analogues du théorème (5.4.3.5), du corollaire (5.4.3.10) 
et des renicirques (5.4.3.11) s'appliquent intégralement à ce nouvel 
exemple : en particulier 

(i) Sq est surconvergent au sens de Dwork mais pas au sens de Berthelot. 

(ii) malgré la surconvergence de Sq au sens de Dwork la filtration Sq G S ne 
se relève pas en une filtration analogue de E. 
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